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Modelado y control por modos deslizantes con accion
integral de un robot autobalanceable

I. Gandarilla Esparzal, J. L. Meza Medina?

Resumen— Se presenta un modelo no lineal de un robot
autobalanceable obtenido por las ecuaciones de Euler-
Lagrange. Se presenta una ley de control por modos
deslizantes con accion integral basandose en el modelo no
lineal del robot autobalanceable propuesto y se realizan
simulaciones evaluando el desempefio del control por modos
deslizantes contra un control clasico aplicados al robot
autobalanceable.

Temas claves—Sistema Subactuado, Rendimiento,
Control por Modos Deslizantes, Accion Integral.

Abstract— A nonlinear model of an self-balancing robot
obtained by the Euler-Lagrange equations is presented. A
sliding mode control law with integral action based on the
nonlinear model of the robot autobalanceable proposed is
shown and simulations are conducted to evaluate the
performance of sliding mode control presented against a
classic control applied to autobalanceable robot is presented.

Keywords— Underactuated Systems,
Sliding Mode Control, Integral Action.
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. INTRODUCCION

El robot autobalanceable, también llamado péndulo
invertido de dos ruedas, es una planta muy interesante para
el estudio de técnicas de control debido a que: es un
sistema no lineal, es una planta subactuada, tiene mas
grados de libertad que actuadores y el objetivo de control
que se trata de cumplir en esta planta es hacer que el
péndulo se mantenga vertical con la masa del péndulo por
arriba del punto de pivoteo, posicion que es un equilibrio
inestable y complica el control.

Los primeros acercamientos al control de un robot
autobalanceable se realizaron usando leyes de control
clasico, como realimentacion de estados [5] y LQR [4].
En trabajos posteriores se han implementado al mismo
tipo de planta leyes de control no lineal, Nguyen propuso
en [6] un control por backstepping para la estabilizacion
del péndulo mientras un control PID se encarga de
controlar las llantas; en [7] Fuquan muestra una ley de
control por modos deslizantes. En la mayoria de la
literatura se muestra que los controles son capaces de
estabilizar el sistema y soportan perturbaciones externas
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(inclinaciones deliberadas de péndulo, empujones, etc.),
pero se observa que los controles no logran llevar el
angulo de las llantas a su valor inicial, como se muestra en
los resultados experimentales mostrados en [6]. Para
resolver este problema se propone un control por modos
deslizantes con accion integral para estabilizar el sistema,
hacer la planta robusta ante incertidumbres y poder
eliminar los errores en estado estacionario en el angulo de
las llantas.

En este trabajo se expondra el disefio de un controlador
por modos deslizante que incluye accién integral. En la
seccion 2 se mostrara el modelado por ecuaciones de
Euler-Lagrange de un robot autobalanceable. En la
seccion 3 se hablara del disefio de un control por
realimentacion de estados y el control por modos
deslizantes con accién integral. En la seccion 4 se
mostraran los resultados de la simulacion del los
controladores discutidos en la seccién 3.

Figura 1. Robot autobalanceable

Il. MODELADO DE ROBOT AUTOBALANCEABLE

Un robot autobalanceable consta de un péndulo invertido
unido en su punto de pivoteo a dos motores trabajando al
unisono cada uno con una llanta. El sistema con el que se
trabajd, construido con piezas LEGO Mindstroms se
muestra en la figura 1. En este trabajo solo se mostraran
los resultados de simulacién.

En la figura 2.1 se muestra un diagrama esquematico
del robot donde se observa que tanto el angulo del péndulo
3, como el angulo de las llantas &, se miden con respecto
a la vertical. Se considera que el péndulo tiene tres masas
puntuales, una corresponde al blogue que contiene el
controlador y las otras dos son las masas de los motores.

Para la obtencion del modelo dindmico del robot se
utilizaron las ecuaciones de Euler-Lagrange. Para la
utilizacién de dichas ecuaciones es necesario formar el
lagrangiano del robot en base a las energias cinética K(q)
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y potencial U(q). g=[¢ w] es el vector de coordenadas
generalizadas usadas para este modelado.

Figura 2. Esquema del robot autobalanceable

K(g) =(m,r? +Jl)6"2 +m2I2(¢9'2 +¢/)2)+%m3L2(92 +1/)2)

+(2Im, + Lm, ) réy cos(y) +(J2+%J3)1//2
1)

U(a) = g(2Im, +Lm,)cos(y) 2
Usando (1) y (2) se construye el lagrangiano del robot:

L£=K(q)+U(q) ®)

Resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange se

obtiene el modelo dinamico del robot, el cual puede ser
expresado de la forma:

M(a)§+C(q,9)q+G(a) =7 (4)
M (q) es la matriz de inercias, C(q,q) es la matriz de

Coriolis y fuerzas centrifugas, es el vector de fuerzas
gravitacionales y T son las fuerza generalizadas aplicados
al sistema.

M (q) = {mn mlz}

m21 m22
m, =2mr?+2m,r’ +myr’ +2J,
m,, =(2Im, +Lm,)rcos(y)
m,, =(2Im, +Lm,)rcos(y)

m,, =2m,I* + m,L* +2J, +J,

]

0
G(q)_{—g(ZImz+Lm3)sin(y/)}

Dada la forma en que estd construido el robot y a la
tercera ley de Newton, se genera sobre el péndulo un
torque de igual magnitud pero sentido contrario que el
aplicado por los motores a las llantas, por lo tanto 7 queda

como:
TI’TI
T =
_Tm

donde 7, es el par aplicado por los motores.

Para utilizar este modelo en el disefio de controladores
es necesario poder controlar el torque entregado por los
motores, pero esto no se puede con el sistema en el que se
trabaja, por lo que se opto por usar un modelo lineal de los
motores y hacer que la entrada de control sea el voltaje
aplicado a los motores.

7, = 2%[v—kb (6-v)]-2f,6-2fsign(0)-3, (5)

Sustituyendo (5) en (4) y expresado el modelo en la
forma x=f(x)+g(X)u, donde x=[0 & w ] son
los estados del sistema y u =ves la entrada de control que

para este caso es el voltaje aplicado a los motores, el
modelo queda como:

X =X,

. BF-CE+(B+E), I(B+E)

X, = + u
AE - BD AE -BD

X, =X,

« __AF-CD+(A+D)t, 1(A+D) U

‘o AE - BD AE —BD

donde:

A=2J, +2mr?+2m,r’ +mr® +2J,
B =(2Im,+ Lm,)rcos(y)
C =—(2Im,+Lm,)ry? cos(y)
D =(2Im,+Lm,)rcos(y)—-2J,
E=m,L*+2m,I* +2J, +J,
F =-g(2Im,+ Lm,)sin(y)

t :—2k‘—F|:t’(€—w)—2fV9—2szign(9)

I:2ﬁ
R
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En la tabla 1 se explica cada uno de los pardmetros del
robot autobalanceable y los motores.

TABLA |
PARAMETROS DEL ROBOT AUTOBALANCEABLE
Parametro Valor

My masa de una llantas

My masa de un motor

My masa del bloque controlador

A inercia de una llanta

= inercia de un motor

- inercia del bloque controlador

i distancia del centro de masa de
un motor al eje de las llantas

L distancia del centro de masa del
bloque controlador del eje de las
llantas

r radio de las llantas

R resistencia del embobinado de
los motores

k. constante de torque de los
motores

ke, constante de f.e.m. de los
motores

A inercia del rotor y engranajes de
los motores

f coeficiente de friccion viscosa
en los motores

A coeficiente de friccion de
Coulomb en los motores

I11. DISENO DE CONTROLADOR POR MODOS
DESLIZANTES

El control por modos deslizantes que se disefio para el
robot autobalanceable cuenta con accidn integrante para
corregir los errores en estado estacionario que se pudieran
presentar. Para generar dicha accién se aumento el modelo
matematico agregando dos estados méas, de manera que el
sistema queda como:

Xo =X,
X =X
Xz = f1(x) + gl(x)u
Xy =X,
X, = Xg

X5 = f,(X) + 9, (x)u
donde xozjxl, x3=Ix4, =0, %=0,X%=y,

Xs =V .

una manera de atacar el hecho de que el robot es un
sistema subactuado es usar una superficie de
deslizamiento que involucre todos los estados del sistema,
como lo hacen en [1], [2] y [3]. Usando las variables de

estado del modelo aumentado se construye la superficie de
deslizamiento o .
o =ao; + fo, (6)
donde:

Oy = AX +CX +X,
O, = X3 +CX, + X
A, A,, €, Cy, @y 3 soOn constantes positivas.

La ley de control propuesta consta de dos partes, una
encargada de llevar el sistema hacia la superficie de
deslizamiento u,, y otra parte ayuda a mantener el

sistema sobre dicha superficie de deslizamiento u,, .

U=Ug, +U, (7
Derivando (6) con respecto al tiempo se obtiene

o= a(ﬁjxl +C X, + fl(x) + gl(x)u)

+ﬂ(/12xs +C,%, + f,(X) + gz(x)U)
Igualando (8) a cero, considerando que el sistema ya se
encuentra sobre la superficie de deslizamiento, lo que
implica que =0, =0y u,, =0, y despejando u, se

8)

obtiene el control equivalente u,, .

_ (X +C% + 1(X) + B( A% +CpX, + T,(X))
ag,(x)+ B9,(x)
)
Ahora se propone una funcion candidata de Lyapunov
con la cual se tratard de demostrar que el sistema en lazo
cerrado tendera a la superficie de deslizamiento.

Ug,

V(o) =%0'2

Derivando (10) con respecto al tiempo se obtiene
V(o) =006
V(o) =o(a(4x +cx, + f,(X)+g,(X)u)
+B (A% +C,%, + f,(X) + 7, (X)u)
V(o) =o(a(hx +cx, + f(x)+
B (A% +C %, + T, (X)) + (@9, (X) + £, (X)) u)

(10)

11

Sustituyendo (7) en (11) y usando (9), se obtiene:

V(o) =0 (29,(X) + £9,(X))u,, (12)

Para asegurar que V (o) < 0 se define u, Como:



Ciencia, Ingenieria y Desarrollo Tec Lerdo

ISSN: 2448-623X

_ _ ntanh(oc) + ko

M ag,(0)+ A9, ()
7'y Kk son constantes positivas.

IV. SIMULACIONES

La simulacion de la implementacion de la ley de
control por modos deslizantes al robot autobalanceable fue
realizada usando Matlab® Simulink 2013b. En la tabla 1se
muestran los valores de los parametros del robot usados en
las simulaciones y en la tabla 2 se muestran los valores de
las ganancias de los controladores.

Para evaluar el desempefio de la ley de control
propuesta también se muestran los resultados de la
simulacion de un control por realimentacién de estados de
la forma u=-kx, creada usando la funcién place de
Matlab® haciendo que [-20 -100 —10 -25]sean los

polos del sistema en lazo cerrado.
En las simulaciones, el sistema se inicia en
x=[0 0 0 0] y cada 2 segundos se aplica una

perturbacién equivalente a repentinamente inclinar el
robot a 0.35 rad, aproximadamente 20°.
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Figura 3. Posicion angular de las llantas, control por realimentacion de
estados
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Figura 4. Posicion angular del robot, control por realimentacion de
estados
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Figura 5. Sefial de control, control por realimentacion de estados

0z

e o S o o _
o1k oins ........... .......... ........... ...........

& racdl

0.05

ok .......... .......... .......... ...........

0 i i i i
1] 2 4 = 3 10

t [s]
Figura 6. Posicion angular de las llantas, control por modos deslizantes
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Figura 7. Posicion angular del robot, control por modos deslizantes

Observando las figuras 4 y 7 se observa que ambos
controles son capaces de estabilizar el robot en el punto
deseado rdpidamente, la primera diferencia que se nota
entre los controles se muestra en las figuras 3 y 6, donde el
control por modos deslizantes controla de una manera méas
suave la posicion de las llantas, mientras que el control por
realimentacion de estados las hace oscilar alrededor del
valor deseado. Donde se demuestra la superioridad del



Ciencia, Ingenieria y Desarrollo Tec Lerdo

ISSN: 2448-623X

control no lineal sobre el lineal es en las sefiales de control
mostradas en las figuras 5 y 8, mientras que el control por
modos deslizantes da picos de aproximadamente 1.75
volts de sefial de salida, el control por realimentacion de
estados da como salida picos de hasta alrededor de 55
volts en la simulacién, muy lejos del maximo que pueden
soportar los motores con los que cuenta el sistema (9
volts).
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Figura 8. Sefial de control, control por modos deslizantes
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Figura 9. Posicion angular de las llantas, control por modos deslizantes
con 4,=4=0
En la figura 9 se muestra el valor de 6@ para
A4 =4,=01lo que elimina la accion integral del

controlador. En estos resultados se muestra la acumulacion
de un error en estado estacionario en la posicién angular
de las llantas, lo que indica que la accién integral
implementada en el control ayuda a eliminar este error.

En las figuras 10 y 11 se muestran los diagramas de fase
del robot autobalanceable con el control por modos
deslizantes, se observa no hay una lineal de conmutacion
que pasa por el origen, esto es debido a la forma en que se
definio la superficie de conmutacion.
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Figura 11. Diagrama de fase y —y

V. CONCLUSIONES

La implementacion en simulacion de un control por modos
deslizantes con accion integral probd un mejor
rendimiento en comparacién con un control clasico por
realimentacion de estados, sobre todo en el aspecto de los
valores de la sefial de control. La inclusion de la accion
integral en el control permitid corregir el error que
acumula en la posicién de las llantas, lo que permite la
planta vuelva al punto de partida cada vez que se le aplica
alguna perturbacion.
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VI. APENDICES

TABLA |
PARAMETROS DEL ROBOT AUTOBALANCEABLE

Pardmetro Valor

M, 0016 kg

M, 0,102 kg

m, 0.249 kg

k 2% 1077 kg -m®

2 3.3% 10 * kg -m°

I: 153 = 10 ° kg -m°

i 0.0572m

L 0062 m

r 0.022 m

g 9.81m,/ s

R 5.2627 [}

k. 0.3233 N - mfA

iy 0.4952 V- 5/rad

A 5% 107 kg -m*

b 0.0006 & - 5/m

Ar 00073 N

TABLA?2

GANANCIAS DE LOS CONTROLADORES
Pardmetro Valor

oy 0.1

£z 20

Ay 0.025

il 0.001

o 1

[ 10

1 1

K 5

ke -17.2053

ke, -3.946

K, -156.5565

ke, -18.638
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